1 Mathematische Vorbereitungen

Die elementare Differential- und Integralrechnung sind eigentlich normaler Bestandteil
der Schulmathematik. Die Erfahrung hat jedoch gelehrt, dass die mathematischen Vor-
kenntnisse der Studierenden des ersten Semesters in dieser Hinsicht stark differieren, so-
dass Dinge, die dem einen vollig selbstverstandlich sind, dem anderen zunéchst als lGhmen-
de Barriere erscheinen. Es sollen deshalb in diesem einfiihrenden Kapitel die wichtigsten
Elemente der Differential- und Integralrechnung zusammengestellt werden, die im Folgen-
den benotigt werden, um mit der Theoretische Physik beginnen zu kdnnen. Natiirlich kann
dies nicht die prézise Darstellung der Mathematik-Vorlesung ersetzen, ist also an dieser
Stelle nur als Notprogramm zu verstehen. Der Leser, der mit der Differential- und Inte-
gralrechnung aus dem Schulunterricht bereits vertraut ist, kann die Abschn. 1.1 und 1.2
entweder als testende Wiederholung ansehen oder sie direkt tiberspringen.

1.1 Elemente der Differentialrechnung
1.1.1 Zahlenmengen

Man definiert die folgenden Zahlentypen:

N={1,2,3,...} natiirliche Zahlen

Z={...,-2,-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen

Q= {x; X = 1—); peZ, qe N} rationale Zahlen
q

R = {x; kontinuierliche Zahlengerade} reelle Zahlen .

Es gilt also
NcZcQcR.

Der Korper der komplexen Zahlen C wird erst spéter in Abschn. 2.3.5 eingefiithrt und be-
sprochen. In den hier genannten Zahlenmengen sind die Verkniipfungen Addition und
Multiplikation in bekannter Weise definiert. Wir erinnern deshalb nur kurz an den Prozess
des Potenzierens. Fiir eine beliebige reelle Zahl a ist die n-te Potenz wie folgt erklart:

a'=a-a-a-...-a neN. (1.1)
| —
n-mal
Es gelten die Regeln:
1.
(a-b)"=(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=a"-b" (1.2)

n-mal
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2.
d-a"=a-a-...-aa-a-...-a=d"" (1.3)
k-mal n-mal
3.
(a")kza"-a"-...-anza”'k. (1.4)
k-mal

Auch negative Exponenten sind definiert, was man sich wie folgt klar machen kann:
n ntk-k _ n -k _k
Damit gilt:
1
-k
a’ = VaeR (a#0). (1.5)

Auflerdem erkennen wir den wichtigen Spezialfall:

d*=a"=1 VvaeR. (1.6)

Diese Beziehung gilt auch fiir a = 0.

Analog und in Erweiterung zu (1.4) werden gebrochene Exponenten eingefiihrt:
1

b":a:(aﬁ)nmb:a%.

Man nennt

n-te Wurzel von a

N

Ya . (1.7)

Es handelt sich also um die Zahl, deren n-te Potenz gerade a ergibt.

Ya=47 =2 denn: 22=2.2-4
27 =273 =3 denn: 3°=3.3-3=27

v/0,0001 = 0,0001% =0,1 denn: 0,1* =0,1-0,1-0,1-0,1 =0,0001 .
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Schliefllich kdnnen wir auch rationale Exponenten zulassen:

a§ = /ar = (%)p ) (1.8)

Die letzte Verallgemeinerung auf beliebige reelle Zahlen wird spiter vollzogen.

1.1.2 Zahlenfolgen und Grenzwerte

Unter einer Zahlenfolge wollen wir eine Folge von (indizierten) reellen Zahlen verstehen:
A1, 00,03, " Ay Ay €ER . (1.9)

Es gibt endliche und unendliche Zahlenfolgen. Bei einer endlichen Folge ist n auf einen
beschrinkten Bereich aus N begrenzt. Die Folge wird abstrakt (kompakt) durch das Symbol

{a.}

gekennzeichnet und stellt eine Abbildung der natiirlichen Zahlen N auf den Kérper der
reellen Zahlen R dar:

f:neN—ag,eR (n—a,).

1 1 1 1
an:——>a1:l,azzi,a3:§,a4:1--- (1.10)
2.
1 1 1 1
T B i e
3.

an:1+——>a1=2,a2= > A3 = —, Ag = —, *** (112)

Strebt a,, fiir n — oo gegen eine einzige endliche Zahl a, so heif8t a Grenzwert (Limes)
der Folge {a, }:

lim a,=a; a, =a. (1.13)

n— oo
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Die mathematische Definition lautet:

{a,} konvergiert gegen a

< Ve>0 3In, e Nderart,dass |a, —a|<e Vn>n,. (1.14)

Gibt es kein solches a, so heifit die Folge divergent. Konvergiert {a, } gegen a, so gibt es also
zu jedem ¢ > 0 nur endlich viele Folgenelemente mit einem Abstand grofler als € von a.

1.
{an} = {%} —> 0 (Nullfolge) (1.15)
2.
n
= — 1, 1.1
o} = {2} (1.16)
denn:
n 1 . I
n+l 1+1 1+0

Hier haben wir im Vorgriff bereits Regel (1.22) benutzt.

{a,} ={q"} — 0, falls|gq|<1. (1.17)

Der Beweis dieser Aussage gelingt mit Hilfe des Logarithmus, den wir aber erst
mit (1.65) einfiithren. Der Beweis zu (1.17) wird deshalb im Anschluss an (1.70)
durchgefiihrt.

1 n
a, = (1 + —) —> e=2,71828... Euler’sche Zahl . (1.18)
n

Dieser Grenzwert einer fiir die Anwendung wichtigen Folge sei hier ohne Beweis
angegeben.

Das gilt auch fiir die folgenden

> Rechenregeln fur Zahlenfolgen

deren explizite, recht einfache Begriindung wir dem Leser tiberlassen, evtl. unter Zuhilfe-
nahme der mathematischen Lehrbuchliteratur. Es gelte fiir zwei Folgen {a, } und {b, }:

lim a,=a; lim b,=0.

n— oo n— oo
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Dann folgt:
nli_{%o(a"ib”) =azxb (1.19)
nli_)ngo(c-an) =c-a (ceR) (1.20)
nlerio(an by)=a-b (1.21)
Tlim. (Z—) - g (b, by #0 V) . (1.22)

1.1.3 Reihen und Grenzwerte
Addiert man die Glieder einer unendlichen Zahlenfolge, so entsteht eine Reihe:
a1,07,03, 0y, ~N A +ay+as+-+a, +--= Z m - (1.23)
m=1

Die Reihe ist letztlich definiert als Grenzwert einer Folge von (endlichen) Partialsummen:

.
Sr=> am. (1.24)
m=1
Die Reihe konvergiert gegen S, falls
lim §, =S (1.25)

existiert. Andernfalls ist sie divergent.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass die Reihe Y., a,, konvergent ist, stellt die Forde-
rung
lim a,, =0 (1.26)

m — oo

dar. Falls 7" | a,, in der Tat konvergent ist, dann muss namlich gelten:

lim a, = lim (S, —S,-1)= lim S,,— lim S,,.;=8-S=0.
m — oo m — oo m — oo

m — oo

Gleichung (1.26) ist allerdings nicht hinreichend. Ein prominentes Gegenbeispiel stellt die
harmonische Reihe dar: -

m=1

Sie ist divergent, obwohl lim,, _, « L — 0! Wir fithren den Beweis als Aufgabe 1.1.3. Die

m
Mathematik (Analysis) kennt verschiedene, notwendige und hinreichende Konvergenzkri-

1 1 1
— =14+ -+ 4. (1.27)
m 2 3

terien fiir unendliche Reihen:
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> Vergleichskriterium,
> Quotientenkriterium,

> Wourzelkriterium

Wir werden diese im Folgenden nicht explizit bendtigen, belassen es deshalb hier bei der
Aufzahlung (s. Mathematik-Vorlesung zur Analysis).

Einen wichtigen Spezialfall einer unendlichen Reihe stellt die geometrische Reihe dar, fiir

die gilt:
B S i e (1.28)
m=1
Die Partialsummen
Ss=q"+q" ' ++q"
lassen sich leicht analytisch berechnen. Dazu multiplizieren wir die letzte Gleichung mit g,
qS:=q +q +-+q
und bilden die Differenz:
$;=q8,=8(1-9)=q"-q'=1-¢".

Damit folgt das wichtige Ergebnis:

1_
5, - —1 (1.29)

Interessant ist der Grenzwert:

Hierbei wurden (1.19) und (1.20) ausgenutzt. Es ist also wegen (1.17):

1
— L falls|g| < 1
S=1lim §,={ 1-¢g . (1.30)

roee nicht existent, falls |g| > 1
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1.1.4 Funktionen und Grenzwerte

Unter einer Funktion f(x) versteht man die eindeutige Zuordnung einer abhdngigen Varia-
blen y aus dem Wertebereich W zu einer unabhdngigen Variablen x aus dem Definitions-
bereich D der Funktion f(x):

y=f(x); DcRL WeR. (1.31)
Wir fragen uns, wie sich f(x) mit x dndert. Die Folge

{xn} = xl,xz’x3’-..’xn’“‘

sei aus dem Definitionsbereich der Funktion f. Dann gibt es zu jedem x,, ein

yn = (%)

und damit eine ,neue Folge {f(x,)}.

f(x) besitzt bei xq einen Grenzwert fy, falls fiir jede Folge {x, } — x gilt:

nli_{%of(x”) =fo . (1.32)
Man schreibt:
xll)n}c f(x)=fo. (1.33)
1.
x> )
f(x) = Pl xlglgof(x) =1 (1.34)

Fiir alle x # 0 konnen wir umformen:

1

f (x) = 1+ ,%2 x% o
Fiir jede Folge {x,}, die gegen oo strebt, bilden % und — Nullfolgen. Deshalb
gilt:
. x°
lim =1
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f(x) = (1+x)%; lim f(x) = 7 (1.35)

Fiir die spezielle Nullfolge {x,} = {1} kennen wir nach (1.18) den Grenzwert,
was sich aber auch fiir beliebige andere Nullfolgen zeigen lasst:

RI=

lirr%) (1+x)* =e. (1.36)
Wenn die Zuordnung
xlsy (1.37)

eineindeutig ist, so lasst sich zu f die
> Umkehrfunktion

f~! definieren. Sie ergibt sich durch Auflésen von y = f(x) nach x:

() =x. (1.38)

y=f(x)=ax+b abeR

~x=f ) =2y 2

a

Wir werden spéter noch einige weitere Beispiele kennen lernen. Man beachte, dass im All-

gemeinen
1

fx)

Wichtig ist die oben schon geforderte Eindeutigkeit von f~!, nur dann ist f ! als Funktion

(2 #

zu definieren. So ist die Umkehrung von y = x* nicht eindeutig: x = +, /. Beschrankt man
jedoch den Definitionsbereich von f z. B. auf nicht-negative x, so existiert die Umkehrfunk-
tion.

1.1.5 Stetigkeit

Wir kommen nun zu dem wichtigen Begriff der

> Stetigkeit
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y = f(x) heift stetig in x, aus dem Definitionsbereich von f, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
0 > 0 gibt, sodass fiir jedes x mit
|x — x| < &

folgt:
f(x) =f(xo)l <e.

Alternative Formulierung:

y = f(x) heifit stetig in x( aus dem Definitionsbereich von f, wenn fiir jede Folge {x, } — xo
folgt:

Jim £() =f(x0) =o-

Der Grenzwert f; ist also gleich dem Funktionswert f(x). Wir erldutern den Begriff der
Stetigkeit an zwei Beispielen:

x ox21
f(x) = : (1.39)
1 xx<l1
Abb. 1.1 Beispiel einer steti- f
gen Funktion
1
1 x
Abb. 1.2 Beispiel einer un- fﬂ
stetigen Funktion
1
1 x

Die Funktion (1.39), dargestellt in Abb. 1.1, ist offensichtlich stetig, im Gegensatz zu der
Funktion aus Abb. 1.2:

f(96)={x_1 Pl (1.40)

1 :ox<1
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Diese Funktion ist offensichtlich unstetig in x = 1:

lim f(x)=+1% lirr11+f(x) =0.

x—1-

1.1.6 Trigonometrische Funktionen

Es ist davon auszugehen, dass die trigonometrischen Funktionen aus der Schulmathematik
bekannt sind. Es sollen deshalb hier nur die wichtigsten Beziehungen zusammengestellt
werden.

« Bogenmaf
Abb. 1.3 veranschaulicht, dass man den Winkel ¢ nicht nur in Winkelgraden °, sondern
ebenso eindeutig auch iiber den Kreisbogen s ausdriicken kann:

s=s(@): s(360°) =2mr; s(180°) = 77 ; s(90°):gr;...

Abb. 1.3 Zur Definition des
Bogenmasses s

/o)

Man fiihrt die dimensionslose Grofde

Radiant
_ 3 (1.41)
¢ ; .
ein:
T T T
°) = 360(180,90,45,1) —> 277 (m, 2, %, ) rad . 142
o(°) = 360( ) (w20 5) (1.42)

« Trigonometrische Funktionen
In dem rechtwinkligen Dreieck in Abb. 1.4 sind a die An-Kathete, b die Gegen-Kathete
und ¢ die Hypothenuse. Damit definiert man:
b

sina = — (1.43)
c
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