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Wie dieses Buch zu lesen ist

Frage 16

Uberzeugen Sie sich davon, dass ayy = 0 ist.

Achtung Der Punkt iiber einer GroBe, die neben der Zeit
noch von anderen Grofen abhingt, bezeichnet in der Regel
die vollstindige und nicht die partielle Zeitableitung, sofern es
nicht anders definiert wird. -«

Schrodinger-Gleichung im Impulsraum
Im Impulsraum ist p ein Multiplikationsoperator, und die

freie Schrodinger-Gleichung lautet

v 2
D piyiam=Lgen. @0
t 2m
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Selbstfragen Mit den Selbstfragen wird der
Lesefluss dort unterbrochen, wo Sie in der
Lage sein sollten, vom bereits Besprochenen
ausgehend einfache weiterfithrende Fragen zu
beantworten, die unmittelbar danach im Text
wieder aufgegriffen werden. Selbstfragen er-
leichtern es Ihnen zu iiberpriifen, inwieweit Sie
den bis dahin verfolgten Gedankengang bereits
verinnerlicht haben und weiterdenken kénnen.
Die Selbstfragen bieten Ihnen eine Gelegen-
heit, innezuhalten und sich eigene Antworten
zu iiberlegen.

Achtung In der Achtung-Umgebung finden
Sie kurze Finschiibe und erginzende Erldute-
rungen, die vor allem Missverstindnisse oder
zu weit gehende Schlussfolgerungen vermei-
den, scheinbare Widerspriiche aufklidren oder
auf verschiedene Konventionen hinweisen sol-
len. Die Achtung-Umgebung macht Sie damit
auf Stellen aufmerksam, an denen Sie nicht auf
Irrwege geraten oder sich in ungeldsten oder
verwirrenden Fragen verlieren sollten.

Merke Die Merke-Umgebung fasst die wich-
tigsten Aussagen der jeweils vorangehenden
Erldauterungen und Diskussionen in solchen
Abstianden so zusammen, dass IThnen die Abfol-
ge von Merke-Umgebungen zur knappen Biin-
delung und Sammlung Ihres Wissens dienen
kann und Thnen bei der Wiederholung einen
schnellen Uberblick erméglicht. In den Merke-
Umgebungen werden die wichtigsten Aussa-
gen knapp wiederholt und zusammengestellt.
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Wie dieses Buch zu lesen ist

Mischungstemperatur

Damit konnen wir sofort angeben, welche Temperatur
sich einstellen wird, wenn zwei gemeinsam isolierte Sys-
teme in thermischen Kontakt gebracht werden. Wenn kei-
nerlei mechanische Arbeit ausgeiibt wird, muss AQ; =

—AQ, gelten, woraus

T

AQ1+ AQ, =0=m [Cv, (T")dT’

o (1.19)

T

+m2[cv2(T’)dT/

T2

folgt, wenn cy die spezifische Wiarme pro Masse bei
konstantem Volumen ist. Wenn zudem noch ¢y von der
Temperatur zumindest in geniigender Ndherung unabhin-

gig ist, erhalten wir daraus

micy, (T = Ty) + macy, (T —T2) = 0.

(1.20)

Dies liefert die Mischungstemperatur

T =

n’ll(,‘\/l T] aF mzCVz Tz

, (1.21)

mcCy, =F nmpcy,

die bei gleichen Wirmekapazititen allein durch das Mas-
senverhiltnis und die Ausgangstemperaturen bestimmt

wird: - -
m Ty +myT,
= L TR (1.22)
my + my
-
g: Zur i der Entropie
Bei der Temperatur 7 gilt aufgrund der Definition der Entro-  Bei 7y = 298.1K hat CCly einen Dampfdruck von

pie

Aufgrund dessen kinnen wir den Entropicunterschicd AS re-
lativ zum absoluten Nullpunkt mit der Entropie  und ebenso
mit Sy identifizieren und

»
schreiben. Findet die Erwérmung von T = 0 nach T bei kon-
stantem Druck statt, dann ist

chlorkohlenstoff CCL niher an. Er liegt bei ciner
menen Zimmertemperatur von 298,1K als eine Fluwm).cn

vor, die gerade zu verdampfen beginnt

Bei ticfen Temperaturen sind die Wirmekapazitiiten reiner
kristalliner Stoffe proportional zur dritten Potenz der Tempe:
an

T fir TST)=10K

wie in Abschn. 5.7 gez
stante hat fir CCly den W
5.4 K dndert si
Temperature

wird. Die Proportionalititskon-

3,14 107 Jmol ' K*. Bei
fbau des Kristallgitters des
en Stoffes; es erfolgt ein
in eine andere. Dafiir wird
45241 mol”! verbraucht. Bei

K werden Ay = 32407 mal-' aufgebraucht.
Daraus exgibt sch fir die Entropie (in Jmol~! K1)
5

7
oot 47 AQOs wa 47, AQ
+f4,,‘?+?+/(,,‘?77

14.819Pa. Um den Dampf auf den Normaldruck von
101.325Pa zu bringen, muss man ihn komprimieren. Dabei
Verringert si

lie Fnlmplc um

As= k]n

Die Integrande 7 sind entsprechend den experimen-
tellen Werten von ¢ Funktionen der Temperatur. Die
Integrationen werden numerisch ausgefiihrt. Die einzelnen
Entropieanteile pro Mol und ihre Summe sind in der folgen-
den Tabelle zusammengestellt

Insgesamt treten drei Phasenil f, ntimlich bei der
Umordnung des Kristallgitter elzen und beim
Verdampfen. In allen drei Fillen musste Warme zugefuhrt
Solche Wiirmebeirige, die wihrend Phaseniiber-
auftcten Konnen
Beachten Sie, da
gingen wesentlich zur Gesambil

Jmol- K
105
151,89
2005
1289
9.67
S, ~ S, (numerisch) 281
AS, (Verdampfung) 108.57
AS (Kompression) 154
Entropie insgesamt a2
Ahnlich verfihrt man mit anderen Stoffen. Die Entropien ei-

niger Feststoffe, Fliissigkeiten und Gase bei 298 K sind in der
niichsten Tabelle zusammengestellt

Aggregatzusiand Stoff. Entropie
Jmol- K-
Fesistoffe Graphit, C 57
Diamant, C 24
Tod.1y 16,1
¢ Flissigheiten Benzol, CyHy 1733
Wasser, H;0 0.9
Quecksilber, Hg 760
Gase Methan, CHs 186.1
Kohlendioxid, €O, 213.6
Wasserstoff, Hy 1306
Helium, He 1260

Wie wir sehen werden, lisst sich die Entropie eines Korpers
auch theoretisch berechnen. In der Luft unseres Zimmers, in
einem Stiick Kreide — in jedem Korper steckt eine bestimmte
Entropie.
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Beispiel Beispiele in ganz verschiedener Lin-
ge und Ausfiihrlichkeit erldutern die Darstel-
lung durch Anwendungen, erkldren Gleichun-
gen oder Herleitungen anhand einfacher Sys-
teme oder gehen auf Spezialfille ein, die fiir
den fortlaufenden Text nicht entscheidend, aber
dennoch zum Verstindnis niitzlich oder wichtig
sind. Beispiele geben Ihnen auch eine Gele-
genheit, Thr Verstiandnis abstrakterer Aussagen
dadurch zu iiberpriifen, dass Sie sie auf konkre-
te Falle tibertragen.

Vertiefung In der Vertiefungs-Umgebung fin-
den Sie lingere Abschnitte, die einzelne The-
men aus dem fortlaufenden Text herausgreifen,
um sie genauer zu besprechen. Sie hat vor
allem den Sinn, solche Inhalte nicht zu tiberge-
hen, die beim ersten Lesen oder in Vorlesungen
oft nicht behandelt werden kénnen oder zu weit
fithren, die aber zum Verstindnis, zur weiteren
Anwendung des Stoffes und dazu niitzlich sind,
Querverbindungen herzustellen.



@ Springer

in der Technik:

Mikrowellen (sowohl fiir Mikrowellenherde im Haushalt als
auch beispielsweise in der Radartechnik) werden in Vaku-
umrdhren erzeugt, meist in sogenannten Magnetrons. Hierfiir
ch drehende Ladungsverteilung benutzt,
was analog zu einer harmonisch schwingenden Ladungsver-
teilung ist. Abb. 9.7 illustriert die grundsitzliche Funktions-
weise:

Aus der Glilhkathode in der Mitte treten Elektronen aus.
Diese werden durch ein elektrisches Feld zuniichst nach au-
Ben beschleunigt, durch ein zusitzliches Magnetfeld aber
dann auf Epizykloidenbahnen gezwungen. Die Elektronen
geben bei dieser beschleunigten Bewegung selbst wieder-
um elekromagnetische Strahlung ab und regen die runden
Offnungen in der Wand (Hohlraumresonatoren) zu Eigen-
schwingungen an

Die Felder dieser Hohlraumresonatoren becinflussen ihrer-
seits wieder die Elekironen: Einige werden abgebremst,
einige beschleunigt, sodass sich Bereiche hoherer und nied-
ausbilden. Diese

rotierendes , Speichenrad-) beeinflussen dann wiederum
die Schwingungen der Hohlraumresonatoren. Die insgesamt
resultierende Strahlung wird schlieBlich aus dem Magnetron
durch einen Hohlleiter ausgekoppelt

Abb. 9.7 Elektronendichteverteilung im Magnetron (ror) und die
elekirischen Felder der Hohlraumresonatoren (blau)

15

Losungsverfahren

Es gibi kein festes Losungsverfahren, mit dem man beliebige
Differenzialgleichungen (DGLs) Iosen kann. Manchmal hilft
ein geschickter Losungsansatz, oder eine Losung kann erra-
rden. Folgende . Kochrezepte” sind beim Losen von
DGLs niitzlich.

e

Trennung der Verénderlichen fiir y'() = f(0g(:(1))
U das Anfangswertproblem (AWP)

Y () = f(0g(:()

mit f,g : R — R stetig, ¥(1o) = yo und g(y9) # 0 lokal
zu Tosen, dividieren wir zuniichst durch g(y(1). Dies ist zu-
lissig. da g und y stetig sind und deshalb wegen g(y(1o)) =
4(0) # Oauch g(y(1)) # 0in einer Umgebung U von fy gilt
In ganz U hat g(y(1)) femer das gleiche Vorzeichen. Danach
integrieren wir von 1o bis r und erhalten

) [
YO 4 foya
/mwm ‘ f"” -

was aufgrund des Hauptsatzes der Differenzial- und Integral-
rechnung zur vorigen Gleichung iquivalent ist. Mithilfe der
Kettenregel lisst sich die linke Seite umformen, sodass wir

0
[% ://(z)dr baw

mit Hz) = erhalten. Da g in ganz U das glei-
che Vorzeichen hat, ist H streng monoton wachsend bzw.
fallend und hc\un in U eine Umkehrfunktion H~'. Somit
ist y(1) = H™'(f; f(z)dr) eine Losung des AWP. Die
folgten Ummrmunm\(hnne Lhwen h sehr leicht m:‘rken
wenn man die Ableitung y/(1) als nzialquotient dy/dr
schreibt, dann formal mit dem Dmcremml dr multipliziert
und die Variablen trennt (,alles mit y nach links, alles mit
£ nach rechts®), danach integriert und schlieflich das Ganze
nach y() auflost.

H(y(n) ://mdr

Substitution bei y'(1) = f(at +by() +) Die DGL

¥ () =f (at + by(n) + )

mit b # 0 geht nach Substitution von g(r) = at + by(1) + ¢
wegen g(1) = a+ by (1) iiber in

g0 = a+bf(gn).

welche durch Trennung der Verinderlichen gelost werden
ann.

Substitution bei y'(1) = /(y()/) Eine DGL der Form

v0-s(2)

‘geht nach der Substitution g(r) = y(r) /1 iiber in

()
¢y = L8010

Diese DGL kann anschliefiend durch Trennung der Variablen
gelvst werden.

Lineare DGL y* (1) + Y'"ha, ()" (6) = /() Die Li-
sungsverfahren fir lineare DGLs (v)(1) ist die n-te Ab-
leitung von y nach 7) werden im ,Mathematischen Hinter-
grund” 6.3 beleuchtet.

Numerische Verfahren Selbst wenn ein AWP eindeu-
tig losbar ist, bedeutet dies noch lange nicht, dass man
die Losung explizit angeben kann. Fiir viele Fragen (z.B.
Wettervorhersage oder .In welcher Entfernung passiert ein
Meteorit die Erde?”) spielt s auch gar keine Rolle, ob die
Losung einer DGL bzw. eines Systems von DGLs explizit
oder nur implizit angegeben werden kann. Tatsichlich inter-
essiert nur die niherungsweise Berechnung von bestimmten
Werten von y(1). /(1) usreichender Genauigkei.
Hierzu gibt €s zahlreiche numerische Verfahren, deren Be-
schreibung allerdings den Umfang dieses mathematischen
Hintergrunds oder des Buches sprengen wide.

Literatur

= Walier, W.: Gewohnliche Differenzialgleichungen: Eine
Einfiihrung. 7. Aufl, Springer (2000)

= Modler, F. Kreh, M.: Tutorium Analysis 2 und Lineare
Algebra 2. 2. Aufl. Spektrum (2012)

= Strehmel, K., Weiner, R.. Podhaisky, H.: Numerik ge-
wohnlicher Differentialgleichungen. Springer Spektrum
(2012)

So geht's weiter
Determinismus und Chaos
La::l sich das Verhalten der Natur eindeutig aus einer uni-

indamentalen Theorie herleiten? Der von dieser
Frage impliziete Determinismus in der Klassischen Physik

twood'schen des Doppelpen-
dels mit komplexen, gekoppelten, nichtlinearen Bewegungs-
gleichungen zu tun, welche nur noch numerisch 6sbar sind.
Das Verhalten der chaotischen Systeme erscheint auf lange
Bt il |rr<gular nnd ungeordnet. Dennoch kon

wurde schon vom Pierre-Si-
mon Laplace mathematisch untersucht. Fiir Laplace war
Welt vollstindig determiniert: Wiirde man nur die Anfangs-
bedingungen und die Bewegungsgesetze der KI
Physik genau kennen, so lieBe sich jeder zukilnftige Zustand
des Universums aus den mathematischen Differenzialglei-
chungen genau berechnen. Auf diese Weise wiire es nacl
Laplace also zumindest im Prinzip moglich, ein in diesem
Zusammenhang oft als Laplace’scher Dimon

mie Muster
T K(muamcn gcgehcn sind. Ein !ypluhb Vcrhalr
ten von chaotischen Systemen ist die Bifiurkation zusammen
mit der Selbstreproduktion von bestimmien Formen, die al-
lein gesehen nicht regulir sind, sich aber immer wiederholen.
Ein schones Beispiel hierfiir ist der Baum des Pythagoras
(Abb. 7.3). dessen Kleiner werdende Verdstelungen immer
wieder die Form der vorherigen Strukiur reproduzieren.

Wie genau kinnen wir uns diesem Begriff des Chaos nihern?

Wesen zu postulieren, das alles \'orhcrsagl was geschehen
wird und alles erklirt Is geschehen ist. Dass es
in der Praxis jedoch unlnnghch sein konnte, diese so deter-
minierte Zukunft eindeutig vorherzusagen, war auch schon
Laplace bewusst, da es beispielsweise in einem System von
vielen Freiheitsgraden empirisch nicht moglich ist, alle An-
fangsbedingungen genau zu bestimmen. Diese Einsicht zeigt
sich auch in den Ergebnissen der Chaosforschung: Schliigt
cin Schmetterling in China mit den Fliigeln, kann man dar-
aus nicht das Wetter in Europa berechnen, wenngleich ein
Zusammenhang zwischen beiden Ereignissen bestehen kann.

Abb. 7.3 Der Baum des Pythagoras

Die Chaosforschung befasst sich mit dynamischen, nichtli-
nearen Systemen, deren jeweiliges Verhalten sehr empfind-
lich von den gewihlten Anfangsbedingungen abhingt. Dies
mag einerseits in Systemen mit vielen der

Schon bei der vielfiltigen Vor-
i s St o, G o G P
Physik eine immense Fillle von Moglichkeiten fiir uns be-
reithilt. Auch hier Konnen wir unter Umstinden nicht alles
berechnen — was sich allein daraus ergibt, da
‘mit komplexen Systemen zu tun hat, die au:
zelnen Teilchen bestehen. Diese Feststellung mag zuniichst
trivial Klingen, sie ist jedoch sehr wichtig im Hinblick auf
das bessere Verstindnis der fundamentalen Gesetze der Na-
tur und deren Bedeutung.
Ein Spiel, das sehr gut die Problematik verdeutlicht, ist Mi-
kado, welches aus einer groben Anzahl gleichartiger, ledig-
lich verschieden markierter Stabchen besteht. Diese werden,
nachdem sie gebiindelt und mit der Hand festgehalten wer-
den, pliitzich losgelassen und verteilen sich dann in groer
Unordnung isber die Tischoberfliche. Die Ausgangslage ist
dabei offensichtlich immer die gleiche: Vor dem Loslassen
sind alle Mikadostibchen parallel und gleich ausgerichtet.
Es ist aber praktisch unmoglich, dass sie sich, nachdem sie
die Hand verlassen haben, immer gleich iber den Tisch ver-
teilen. Trotz scheinbar gleicher Anfangsbedingungen sieht
jedes Spiel vollkommen anders aus, und dabei gibt es cine
immense Anzahl von Mustern, welche die Mikadostibchen
auf dem Tisch bilden konnen. Obwohl es sich um Klassi-
sche Physik handelt, durch welche die Stibchen beschreibbar
sind, sind diese Muster schwer von uns vorherzusagen und
auch schwer zu berechnen, obwohl die zugrunde liegen-
den Gleichungen sehr einfach sind und wir im Prinzip alle
Informationen besitzen, um die Lage der einzelnen Mikado-
stiibchen berechnen zu kinnen.
Betrachien wir im Gegensatz dazu beim Billard den Lauf
der Billardkugel, dann konnen wir mit etwas Geschick und
Ubung sehr gut vorausbestimmen und auch berechnen, wie
sich die Kugel verhalten wird. Soft eine Billardkugel an
den Rand des Billardtisches, so ist der Ausfallswinkel (in
Abwesenheit eines Spins der Kugel) immer gleich dem
und der StoB der untereinan-

Fall sein, andererseits jedoch auch in solchen mit wenigen
Freiheitsgraden. Dort hat man es dann wie im Falle der
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Wie dieses Buch zu lesen ist

Anwendung Anwendungen stehen zwischen
Vertiefungen und Beispielen. Sie konnen ei-
nerseits insofern als erweiterte Beispiele ange-
sehen werden, als der Stoff dort auf konkrete
Systeme libertragen wird und andererseits inso-
fern als Vertiefungen, als die dort besprochenen
Themen bei einem ersten Durchgang iibergan-
gen werden konnen. Die Anwendungen sollen
es Thnen ermoglichen, Thr Verstindnis anhand
weiterfiihrender Beispiele zu vertiefen und Thr
bereits bestehendes Wissen zu iibertragen.

Mathematischer Hintergrund Unter dieser
Bezeichnung wird losgelost vom fortlaufenden
Text pragnant umrissen, welche mathemati-
schen Themen und weitergehenden Fragestel-
lungen an das behandelte Gebiet anschlieBen
oder auf welchen mathematischen Grundla-
gen eine physikalische Betrachtung aufbaut.
Sie finden hier auch Beweisideen und Lite-
raturvorschlige. In den Mathematischen Hin-
tergriinden konnen Sie Formeln nachschlagen
oder sich mathematische Zusammenhéinge wie-
der ins Gedichtnis rufen.

So geht’s weiter In diesen meist ausfiihrli-
chen Umgebungen werden Themen beschrie-
ben, die jenseits des eigentlichen Stoffumfangs
stehen, aber interessante Ausblicke in daran
anschlieBende, weiterfiihrende Fragestellungen
und Probleme bieten. Diese So-geht’s-weiter-
Umgebungen sollen Ihnen einen Anstof} geben,
Ihr bis dahin erworbenes Wissen zu erproben
und in angrenzende Bereiche hinein zu erwei-
tern. Diese Teile sollen Ihren Appetit anregen,
mehr zu erfahren und iiber den iiblichen Stoff
hinauszudenken.

Xl
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1 Die Newton'schen Axiome

Das vorliegende Kapitel liefert eine Einfiihrung in die grundle-
genden Konzepte der klassischen, nichtrelativistischen Mechanik.
Ein wichtiges Fundament dieser Theorie ist das physikalische Ver-
standnis der Begriffe ,Raum” und ,Zeit", ,Korper” und ,Masse”,
LKraft” und ,Inertialsystem”. Auf der Basis dieser GroBen wer-
den wir die Newton'schen Axiome kennenlernen und erarbeiten. Sie
bestimmen, auf welchen Bahnkurven sich Punktmassen bewegen.
Zusétzlich werden wir zahlreiche mathematische Begriffe definie-
ren und Techniken kennenleren, die ein tieferes Verstandnis der
Mechanik iiberhaupt erst ermdglichen.

1.1 Definitionen und Grundlagen

In diesem Abschnitt finden Sie eine kurze historische Einfiih-
rung in die klassische Mechanik. AnschlieBend werden wir
zentrale physikalische und mathematische GréBen einfiihren so-
wie das Relativititsprinzip der klassischen Mechanik vorstellen.

Eine kurze historische Einfiihrung
in die klassische Mechanik

Im Studium der theoretischen Physik beginnt man in den meis-
ten Fiallen mit der Mechanik. Das ist sinnvoll, da sie die alteste
der theoretischen Physikdisziplinen darstellt und sich die grund-
legenden physikalischen Begriffe in der Mechanik einfiihren
und auf andere Theorien iibertragen lassen. Dariiber hinaus ist
die theoretische Mechanik auch die anschaulichste Disziplin, da
sie liberwiegend Alltagsphidnomene beschreibt. Historisch bau-
en viele andere Physikdisziplinen auf der klassischen Mechanik
auf (z. B. die Quantenmechanik und die statistische Mechanik).
Urspriinglich wurde sogar versucht, sdmtliche Naturbeobach-
tungen im Rahmen der Mechanik zu verstehen (mechanisches
Weltbild). Obwohl dies letztlich nicht méglich ist, spielt die Me-
chanik noch immer eine fundamentale Rolle in der Physik; sie
kann als allgemeine Grundlage der Physik angesehen werden.

Die geschichtliche Entwicklung der Mechanik konnte ein eige-
nes Buch fiillen. Hier sollen nur die grundlegendsten Meilen-
steine zusammengefasst und die wichtigsten Personen genannt
werden. Archimedes (287-212 v. Chr.) formulierte die soge-
nannten Hebelgesetze und das nach ihm benannte Prinzip. Rund
1700 Jahre spiter wurden die Planetenbahnen von Nikolaus Ko-
pernikus (1473-1543) und Tycho Brahe (1546-1601) studiert.
Johannes Kepler (1571-1630) gelang es, diese Beobachtungen
im Rahmen des heliozentrischen Weltbildes zu verstehen. Ga-
lileo Galilei (1564-1642) leistete mit seinen Fallversuchen und
Pendelexperimenten wichtige Beitrdge zur Mechanik. Ebenso
formulierte er das nach ihm benannte Relativititsprinzip.

Der wohl wichtigste Physiker in der Geschichte der Mecha-
nik war Isaac Newton (1643-1727). So formulierte er nicht
nur die fundamentalen Axiome der Mechanik, er entwickelte
auch parallel zu Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) die Dif-
ferenzial- und Integralrechnung und kombinierte Keplers und
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Galileis Erkenntnisse, was auf die Beschreibung der Schwer-
kraft fiihrte. Nach Newton wurde die Mechanik zur analytischen
Mechanik weiterentwickelt. Johann Bernoulli (1667-1748) 16s-
te damit das Problem der Brachistochrone (dies ist die Kurve,
auf der eine Punktmasse reibungsfrei am schnellsten von einem
Punkt zu einem anderen fallt; sie wird in Aufgabe 5.5 bespro-
chen), was die Entwicklung der Variationsrechnung einléutete.
Auch weitere Mitglieder der Bernoulli-Familie lieferten wichti-
ge Beitrige zur Mathematik und Physik.

Fir die Entwicklung der analytischen Mechanik war auch
Leonhard Euler (1707-1783) entscheidend mitverantwortlich.
Nach ihm wurden zahlreiche Gleichungen benannt, die in der
Variationsrechnung, der Hydrodynamik und der Kreiselbewe-
gung fundamentale Bedeutung besitzen. Jean-Baptiste le Rond
d’Alembert (1717-1783) legte die Grundsteine fiir die Kontinu-
umsmechanik. Joseph-Louis Lagrange (1736—1813) begriindete
den Lagrange-Formalismus, dem eine wesentliche Rolle in die-
sem Buch zukommt. Die Hamilton’sche Mechanik, die von
William Rowan Hamilton (1805-1865) ausgearbeitet wurde, ist
heute in der Quantenmechanik unverzichtbar. Die moderne Be-
trachtungsweise von Symmetrien und Erhaltungsgréen wurde
von Amalie Emmy Noether (1882—1935) entwickelt. SchlieBlich
entwickelte Albert Einstein (1879-1955) die spezielle und allge-
meine Relativitatstheorie fast im Alleingang.

In Bd. 1 wird zunichst die klassische Mechanik behandelt.
Sie beinhaltet sowohl die Newton’sche als auch die Lagrange’
sche, die Hamilton’sche sowie die relativistische Mechanik. Die
Quantenmechanik jedoch wird als nichtklassisch bezeichnet. Ihr
ist Bd. 3 gewidmet.

Die theoretische Mechanik beschreibt die Gesetze, nach denen
sich Massen unter dem Einfluss von Kriften mit der Zeit im
Raum bewegen. Krifte sind dabei die Ursache der Bewegung
und mathematisch und physikalisch noch genauer zu definie-
ren. Die Analyse der klassischen Mechanik fiihrt zu Begriffen
und Methoden, die sich durch die gesamte theoretische Physik
ziehen und vor allem fiir die Quantenmechanik und Quanten-
feldtheorie auBSerordentlich fruchtbar sind.

Die klassische Punktmechanik, mit der wir uns zuerst beschaf-
tigen werden, kennt dabei eine Vierheit von Objekten: Korper,
Krifte, Raum und Zeit. Die modernen Theorien fiir eine Ver-
einheitlichung der Physik werden spater fundamental an diesen
Begriffen einsetzen. Die Feldtheorie, geschichtlich zuerst die
Elektrodynamik, wird dazu Krifte und den Raum miteinan-
der verbinden, die spezielle Relativititstheorie dann Raum und
Zeit, und die allgemeine Relativititstheorie schlieBlich ver-
kniipft Kérper mit der Raum-Zeit-Struktur.

Der Giiltigkeitsbereich
der klassischen Mechanik

Um physikalische Systeme verstehen zu kdnnen, miissen hiu-
fig Vereinfachungen und Idealisierungen vorgenommen werden.



Dabei versucht man, fiir das Problem wichtige und unwichtige
Effekte voneinander zu trennen. Eine dafiir wesentliche mathe-
matische Methode ist die sogenannte Taylor-Entwicklung, die
im Laufe dieses Kapitels erldutert wird. Erst durch dieses Vor-
gehen wird es iiberhaupt moglich, Theorien und Naturgesetze
zu formulieren. Unser erstes Beispiel fiir dieses Vorgehen ist die
Approximation von ausgedehnten Kérpern durch punktférmige
Massen. Hierbei werden die rdumliche Ausdehnung und mogli-
che innere Freiheitsgrade der Objekte vernachlassigt. So gelten
die Newton’schen Gesetze beispielsweise zunichst auch nur fiir
punktformige Massen. Die Auswirkungen der Ausdehnung der
Objekte kann allerdings spéter durch zusitzliche Gleichungen
beschrieben werden.

In der klassischen Mechanik werden Korper als Punkte be-
stimmter Masse, sogenannte Punktmassen, beschrieben. IThre
Ausdehnung ist dabei klein gegeniiber den Dimensionen des
Gesamtsystems. Die Begriffe ,.klein® und ,,gro3* sind hier als
relative Bezugsangaben zu verstehen. So ist beispielsweise die
Erde im Vergleich zu einer Raumstation, die sie umkreist, grof3.
Relativ zur Ausdehnung der Sonne oder sogar der Milchstrafle
ist die Erde jedoch klein.

Eine Punktmasse wird allein durch ihre Masse m und ihren Ort
x(t) zur Zeit ¢ beschrieben. Ausgedehnte starre Korper konnen
dann als Systeme von Punktmassen aufgefasst werden, deren
Abstande untereinander konstant sind. Punktmassen sind Idea-
lisierungen, da samtliche Alltagsgegenstinde eine Ausdehnung
besitzen. Andererseits konnen beispielsweise einige Elementar-
teilchen wie Elektronen doch als Punktmassen angesehen wer-
den, da es experimentell bisher nicht gelungen ist, eine innere
Struktur von Elektronen zu beobachten. Die obere Grenze fiir
den Elektronenradius liegt derzeit bei etwa 107! m.

Der physikalische Raum, in dem sich die klassische Mechanik
abspielt, ist ein kontinuierlicher, dreidimensionaler Vektorraum
(siehe ,Mathematischer Hintergrund* 1.1). Dieser Raum ist
flach, also nicht gekriimmt, d. h., dass die Summe der Innenwin-
kel eines Dreiecks stets 180° betriigt. Beispiele fiir gekriimmte
zweidimensionale Rdume sind die Oberflachen einer Kugel oder
eines Sattels.

Im Rahmen der klassischen Mechanik sind die Eigenschaften
des Raumes unabhingig von der Existenz von K&rpern und
deren Bewegung. Die Lage von Korpern wird stets relativ zu
anderen Korpern, den Bezugssystemen, angegeben. Ein haufig
anzutreffendes Bezugssystem ist das sogenannte Laborsystem,
das durch die Winde desjenigen Labors definiert ist, in dem
Experimente durchgefiihrt werden. Wir werden spiter darauf
zurlickkommen, welche Bezugssysteme am geeignetsten sind,
um physikalische Gesetze zu formulieren.

Im Allgemeinen gelten die Annahmen der Homogenitdt und Iso-
tropie des Raumes, d.h., ein Bezugssystem kann beliebig (aber
zeitunabhangig) verschoben und gedreht werden. Typischerwei-
se wird ein kartesisches Koordinatensystem fiir das Bezugs-
system gewahlt (siehe ,,Mathematischen Hintergrund* 1.2 und
darauf aufbauend den ,,Mathematischen Hintergrund® 1.3).

1.1 Definitionen und Grundlagen

Die Zeit ist in der nichtrelativistischen Mechanik ein absoluter,
kontinuierlicher und unabhéngiger Parameter. Das heiflt unter
anderem, dass sich jedem Ereignis ein eindeutiger Zeitpunkt ¢
zuordnen lisst und sich alle Ereignisse eindeutig zueinander an-
ordnen lassen (ein Ereignis kann somit gleichzeitig, frither oder
spéter als ein anderes Ereignis eintreten). Es wird im Rahmen
der Newton’schen Mechanik postuliert, dass es eine fiir alle Be-
zugssysteme universelle Zeit gibt. Von dieser Hypothese muss
man in der speziellen Relativititstheorie abriicken.

Der Nullpunkt der Zeit ist im Allgemeinen frei wahlbar. Letz-
teres wird als Homogenitdt der Zeit bezeichnet. Um Zeiten zu
messen, bendtigt man nicht zuletzt periodische Vorgénge (z. B.
die Tageslinge, die Schwingungsdauer eines Pendels oder einer
Lichtwelle).

Krifte wirken in der nichtrelativistischen Mechanik instan-
tan, d.h. von ihrer Wirkung wird angenommen, dass sie sich
mit einer unendlichen Geschwindigkeit ausbreitet; Ursache und
Wirkung einer Kraft ereignen sich also gleichzeitig.

Die klassische, nichtrelativistische Mechanik ist giiltig in alltdg-
lichen Dingen, bei denen

= Geschwindigkeiten klein gegeniiber der Lichtgeschwindig-
keit sind,
Abstinde grof gegeniiber Atomdurchmessern sind,

m  Abstinde klein gegeniiber kosmologischen Ausdehnungen
sind,

= Massen hinreichend klein sind.

Die spezielle Relativititstheorie wird sich als eine Erweiterung
der Newton’schen Mechanik erweisen, in der Geschwindigkei-
ten nicht auf Werte beschrinkt sind, die klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit sind. Sie wird in Kap. 9 diskutiert. Im
Rahmen der allgemeinen Relativitatstheorie, die in diesem Buch
nicht behandelt wird, werden sowohl kosmologische Abstinde
als auch beliebig groe Massen, die den Raum kriimmen, be-
trachtet. Systeme, bei denen die Abstinde in der Groenordnung
von Atomdurchmessern liegen, werden durch die Quantenme-
chanik in Bd. 3 beschrieben.

Einfilhrung der mechanischen GrundgroBen

Die Gleichungen der klassischen Mechanik lassen sich mithil-
fe der linearen Algebra formulieren. Zu diesem Zweck fiihren
wir hier alle fiir den Anfang relevanten Gro8en ein und begin-
nen mit dem Ortsvekfor x. Ein Ortsvektor x einer Punktmasse
m beschreibt ihre Position im Raum relativ zu einem Koor-
dinatensystem. Ausgedehnte Koérper werden zusitzlich durch
ihre Orientierung relativ zu den Achsen des Koordinatensystems
charakterisiert. Sie werden in Kap. 4 behandelt. Die grundle-
genden Konzepte der klassischen Mechanik lassen sich jedoch
anhand von Punktmassen veranschaulichen, bevor der Schritt zu
ausgedehnten Objekten unternommen wird.
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1 Die Newton'schen Axiome

1.1 Mathematischer Hintergrund: Vektorraume

Auf den ersten Blick haben die Menge der Verschiebun-
gen im R3, die Menge der Polynome einer Verinderlichen
mit rationalen Koeffizienten vom Grad kleiner gleich » und
die Menge der Paare von reellen Zahlen nicht viel gemein-
sam. Tatsichlich jedoch handelt es sich bei allen dreien um
Vektorrdume, denn man kann die Elemente dieser Mengen
addieren und vervielfachen, und dabei gelten gewisse Re-
geln, z. B. das Kommutativ- und Assoziativgesetz. Um den
Begriff ,,Vektorraum* allgemein fassen zu kénnen, miissen
wir zuerst die relevanten Eigenschaften der reellen Zahlen
formulieren.

Definition Korper Eine Menge K ist ein Kérper, wenn es

m eine Addition K x K — K, (x,y) — x + y gibt, sodass K
beziiglich der Addition eine additive abelsche Gruppe ist
(Gruppen werden im , Mathematischen Hintergrund* 2.4
vertieft.):

— Assoziativgesetz: Bs gilt x4+ (y +2) = (x +y) + z fir
alle x,y,z € K.

— Existenz des neutralen Elements: Es gibt ein Element
0 € K, sodass fiir alle x € K giltx + 0 = x.

— Existenz des Inversen: Zu jedem Element x € K gibt
es ein inverses Element —x mit x 4+ (—x) = 0.

— Kommutativgesetz: Firallex,y € K giltx+y = y+x.

m eine Multiplikation K x K — K, (x, y) > xy gibt, sodass
K \ {0} beziiglich der Multiplikation eine multiplikative
abelsche Gruppe ist:

— Assoziativgesetz: Es gilt x(yz) = (xy)zfurallex,y, z €

K.

Existenz des neutralen Elements: Es gibt ein Element

1 € K, sodass fiir alle 1 € K gilt 1x = x.

— Existenz des Inversen: Zu jedem Element 0 # x € K
gibt es ein inverses Element x~! mit x(x™!) = 1.

— Kommutativgesetz: Fiir alle x,y € K gilt xy = yx.

m das Distributivgesetz erfiillt ist: Es gilt x(y + 2) = xy + xz
fiir alle x, y, z € K.

Die Gruppen (K, +) bzw. (K \ {0},-) nennt man abelsch
(nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel,
1802-1829), da die Gruppen das Kommutativgesetz erfiil-
len. Beispiele fiir Korper sind die rationalen Zahlen Q@ und
die reellen Zahlen R. Die Menge der rationalen Funktionen
einer Verdanderlichen mit reellen Koeffizienten R(X) bildet
ebenfalls einen Korper. Es gibt auch endliche Kérper, z. B.
die Restklassen modulo 7.

In der Physik werden die Elemente eines Korpers als Skalare
bezeichnet. Es handelt sich dabei praktisch immer um reel-
le und komplexe Zahlen (R und C). Zu komplexen Zahlen
siche Kap. 6.
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Nachdem wir den Begrift , Korper” definiert haben, kon-
nen wir den Begriff Vektorraum prizisieren. Dieser enthalt
Elemente, sogenannte Vektoren, die sich addieren und mit
Elementen des Korpers vervielfachen lassen.

Definition Vektorraum Eine Menge V ist ein Vektor-
raum iiber einem Kérper K, wenn

m eseine Addition V XV — V: (x,y) > x + y gibt, sodass
(V, +) eine abelsche Gruppe ist;
m es eine skalare Multiplikation K x V: (A,x) > Ax gibt
mit den Eigenschaften
- Ax+y) =Ax+ Ay,
- (A+ wx=Ax+ ux,
- (Apw)x = A(ux),
- lx=x
firalle A,y € Kundx,y € V.

Die Anforderungen an die skalare Multiplikation stellen da-
bei nur sicher, dass die skalare Multiplikation im Vektorraum
und die Multiplikation innerhalb des Korpers zueinander
kompatibel sind. Die Untersuchung von Vektorrdumen ist
Gegenstand der linearen Algebra. Wichtige Ergebnisse sind:

Existenz einer Basis Es gibt Vektoren {b1,b,,...} C V,
sodass sich jeder Vektor v € V eindeutig als (endliche) Line-
arkombination ), A;b; schreiben ldsst.

Dimension eines Vektorraumes Alle Basen eines Vek-
torraumes sind gleich méchtig, d.h., zwischen beliebigen
zwel Basen B; und B; eines Vektorraumes V gibt es eine bi-
jektive (d. h. umkehrbare) Abbildung B; — B,. Besteht eine
Basis eines Vektorraumes V nur aus endlich vielen Elemen-
ten, dann haben alle Basen von V die gleiche Linge. Diese
Linge bezeichnet man als Dimension von V.

Koordinaten eines Vektors Ist {e,es,...,¢,} eine Ba-
sis des n-dimensionalen Vektorraumes V, kann man jeden
Vektor v € V eindeutig schreiben als v = xje; + xpep +
...+ x,e,. Das n-Tupel

X1

X2

Xn

nennt man die Koordinaten von v beziiglich der Basis
{e1,es,...,e,} und notiert diese als Spaltenvektoren. Um
Platz zu sparen, werden in diesem Buch die Koordinatenvek-
toren auch als transponierte Zeilenvektoren (x1, xa, . . . ,xn)T
notiert.




Die Koordinaten eines Vektors hiingen von der Wahl der Ba-
sis ab. So hat z.B. das Polynom f(X) = 1 4 2X + 3X?

beziiglich der Basis {1, X, X?} die Koordinaten (é) und be-
ziiglich der Basis {1,1 + X, 1 + X + X?} die Koordinaten
1

(1)

1.1 Definitionen und Grundlagen
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Abb. 1.1 Die Bahnkurve x(f) einer Punktmasse m (hier zusammen mit
ihrer Projektion auf die x;-x2-Ebene dargestellt) umfasst die zusammen-
hingende Menge aller Punkte, die m im Laufe der Zeit durchlduft

Unter der Geschwindigkeit einer Punktmasse versteht man die
Anderung ihres Ortes mit der Zeit. Hierzu vergleicht man die
Position der Punktmasse zu verschiedenen Zeiten f und ¢ + At
und betrachtet den Grenzwert

dx(7) x(t + At —x(1)
— = lim ———
dr Ar—0 At
Dies ist die Zeitableitung (siehe auch ,,Mathematischer Hinter-

grund” 1.7). Die Geschwindigkeit einer Punktmasse ist dann
definiert als

(1.2)

de(t) .
) = —— =.x{1).
o) = — — =%
Generell bezeichnet ein Punkt liber einem Funktionssymbol die
Zeitableitung dieser Funktion. Die Anzahl der Punkte gibt die
Ordnung der Zeitableitung an: Ein Punkt steht fiir die erste Ab-
leitung, zwei Punkte fiir die zweite usw.

(1.3)

Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion wird berechnet,
indem die Ableitung jeder einzelnen Komponente bestimmt
wird, z. B.

x1 (1)
Im gesamten Buch werden Vektoren im dreidimensionalen Vek- 0 = ).Cz @ (1.4)
torraum R3 fett gedruckt. In der Regel werden Vektoren als x3(0)

Spaltenvektoren dargestellt, z. B.

Achtung Streng genommen gilt diese Definition der Ge-
schwindigkeit (1.3) nur in nicht rotierenden kartesischen Ko-

X1 X
x=|xn oder x= |y (1.1) ordlnatensysFemgn, da man ;Wlschen einem Vektor .und seiner
Darstellung in einem Koordinatensystem unterscheiden muss.

X3 Z

Die entsprechenden Zeilenvektoren nennt man transponiert. Sie
werden in der Form x T = (x1, x2, x3) geschrieben. Eine mathe-
matische Einfiihrung in Vektorrdume und die Darstellung eines
Vektors in einem Koordinatensystem finden Sie im ,,Mathema-
tischen Hintergrund™ 1.1.

Vektorrdume spielen in der Physik eine zentrale Rolle. Mit ihrer
Hilfe lassen sich alle GréBen beschreiben, deren Linearkombi-
nationen wieder einen Vektor ergeben. Man begegnet Vektoren
iiber die Mechanik hinaus in praktisch allen physikalischen Dis-
ziplinen. In Aufgabe 1.1 wird die Vektorrechnung vertieft.

Die Bahnkurve x(t) einer Punktmasse ist die zentrale Grofe in
der Mechanik von Punktmassen. Sie gibt an, wie sich ihre Koor-
dinaten im gewihlten Bezugssystem mit der Zeit ¢ dndern. Die
Bahnkurve enthilt alle Raumpunkte, welche die Punktmasse im
Laufe der Zeit durchliduft. Dies ist in Abb. 1.1 dargestellt. In
Kap. 2 werden wir detailliert untersuchen, wie die Koordinaten
einer Punktmasse von der Wahl des Koordinatensystems abhan-
gen und wie man zwischen verschiedenen Koordinatensystemen
transformieren kann.

Um der Ubersicht in diesem Kapitel Vorrang vor Vollstindig-
keit zu geben, werden die entsprechenden Verallgemeinerungen
erst in Kap. 2 diskutiert. -

Die Beschleunigung einer Punktmasse schlieBlich ist die Ande-
rung ihrer Geschwindigkeit mit der Zeit,

d d?
a = 20 - T _ 5,

und somit die zweite Zeitableitung des Ortes.

(1.5)

Das klassische Relativitatsprinzip

Das Relativitdtsprinzip besagt, dass zwei mit konstanter Ge-
schwindigkeit relativ zueinander bewegte Koordinatensysteme
aquivalent sind, d.h., keines dieser beiden Systeme ist irgend-
wie vor dem anderen ausgezeichnet. Durch eine Messung lasst
sich folglich nicht entscheiden, ob ein gegebenes System ruht
oder sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Nur die rela-
tive Geschwindigkeit zweier Systeme ist messbar.
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